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1 ×èñëîâîé ðÿä è åãî ñõîäèìîñòü
Îïðåäåëåíèå 1.1 Ïóñòü {an} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë. Ñèìâîë

a1 + a2 + · · ·+ an + · · · (1)

íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì. Ñëàãàåìûå a1, a2, . . .� ÷ëåíàìè ðÿäà; an, îòâå-
÷àþùåå ïðîèçâîëüíîìó çíà÷åíèþ èíäåêñà n,� n-íûì èëè îáùèì ÷ëåíîì ðÿäà.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðÿäà (1) òàêæå èñïîëüçóþò ñèìâîë
∞∑
n=1

an.

Îïðåäåëåíèå 1.2 Ñóììó n ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà (1)

Sn :=
n∑
k=1

an, n ∈ N,

íàçûâàþò n-íîé ÷àñòè÷íîé ñóììîé ðÿäà.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2 ÷èñëîâîé ðÿä (1) ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Sn} ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà:

S1 = a1,

S2 = a1 + a2,

S3 = a1 + a2 + a3,

. . . . . . . .

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an,

. . . . . . . . . . .

Îïðåäåëåíèå 1.3 ×èñëîâîé ðÿä (1) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèò-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Åñëè ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ
è S = limSn, òî ÷èñëî S íàçûâàþò ñóììîé ðÿäà è ïèøóò:

S =
∞∑
n=1

an.

Òàêèì îáðàçîì, ñèìâîë
∞∑
n=1

an ìîæíî óïîòðåáëÿòü êàê äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðÿäà
(1), òàê è äëÿ îáîçíà÷åíèÿ åãî ñóììû, åñëè îí ñõîäèòñÿ.
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Îïðåäåëåíèå 1.4 Ðÿä (1) íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} ðàñõîäèòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè çàäàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, òî, ïîëàãàÿ

a1 = x1, a2 = x2 − x1, a3 = x3 − x2, . . . , an = xn − xn−1, . . . ,

ïîëó÷èì ðÿä
∞∑
n=1

an, äëÿ êîòîðîãî n-àÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðàâíà

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an = xn, ∀n ∈ N.

Äðóãèìè ñëîâàìè: äëÿ âñÿêîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} âñåãäà ìîæ-
íî óêàçàòü ÷èñëîâîé ðÿä, äëÿ êîòîðîãî {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷-
íûõ ñóìì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìîòðåíèå ðÿäîâ ýêâèâàëåíòíî ðàññìîòðåíèþ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, ïîêàçûâàþùèõ âçàèìîîòíîøåíèå ïîíÿòèé ðÿ-
äà, ñóììû ðÿäà è ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïðèìåð 1.1 Ðàññìîòðèì ðÿä, ÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíû ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 + · · · . (2)

� Åãî n-íàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðàâíà

Sn =
{ 1−qn

1−q , åñëè q 6= 1;
n, åñëè q = 1, n ∈ N, n ≥ 1.

Òàê êàê lim qn = 0 ïðè |q| < 1, lim qn = ∞ ïðè |q| > 1 è íå ñóùåñòâóåò
ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(−1)n}, òî

limSn =
1

1− q
, åñëè |q| < 1,

limSn =∞, åñëè |q| > 1 èëè q = 1.

Íàêîíåö, íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn}, åñëè q = −1. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ðÿä (2) ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà 1

1− q
, åñëè |q| < 1, è ðàñõîäèòñÿ,

åñëè |q| ≥ 1. �

Ïðèìåð 1.2 Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

1√
n
.
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� Òàê êàê äëÿ äàííîãî ðÿäà

Sn = 1 +
1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n
> n · 1√

n
=
√
n, ∀n > 1,

òî limSn = +∞, à ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ. �

Â ïðèâåä¼ííûõ ïðèìåðàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ðÿäà âûðàæàëàñü äîñòàòî÷íî ïðîñòî, ÷òî ïîçâîëÿëî, ïîëüçóÿñü îïðå-
äåëåíèåì, óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäèìîñòü ðÿäà. ×àùå âñåãî, îäíàêî,
íåïîñðåäñòâåííûé àíàëèç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn} íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íûì, ïîýòîìó îñíîâíîé çàäà÷åé â òåîðèè ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå íåîáõî-
äèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Íàëè÷èå êðèòåðèÿ Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîçâîëÿ-
åò óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòåðèé è äëÿ ÷èñëîâîãî ðÿäà.

Òåîðåìà 1.1 (êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà) Äëÿ ñõî-
äèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà

∞∑
n=1

an íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî
ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε íàø¼ëñÿ íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N

è ëþáîãî p ∈ N âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

|
n+p∑

k=n+1

ak| < ε. (3)

� Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî âåëè÷èíà,
ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì ìîäóëÿ â íåðàâåíñòâå (3), ðàâíà ðàçíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì
Sn+p − Sn. �

Ñëåäñòâèå 1.1.1 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà) Åñëè ÷è-
ñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷ëåíîâ {an} ýòîãî ðÿäà
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.

Çàìå÷àíèå 1.1 Ñòðåìëåíèå ê íóëþ îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà íå ÿâëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ðÿäà (ñì. ïðèìåð 1.2).

Çàìå÷àíèå 1.2 Êðèòåðèé Êîøè èç-çà òåõíè÷åñêèõ òðóäíîñòåé ðåäêî
ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè êîíêðåòíîãî ðÿäà, ÷àùå îí èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè îäíîãî ðÿäà íà îñíîâàíèè ñõîäè-
ìîñòè äðóãîãî èëè äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàñõîäèìîñòè ðÿäà.
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Ïðèìåð 1.3 Ïîêàæåì, èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Êîøè, ðàñõîäèìîñòü ðÿäà

1 +
1
2

+
1
3

+ · · ·+ 1
n

+ · · · ,

íàçûâàåìîãî ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì.
� Óêàæåì òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ε0, ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðàN íàéä¼òñÿ

ïàðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë p è n, n > N , äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

n+p∑
k=n+1

1
k
≥ ε0. (4)

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n
2n∑

k=n+1

1
k

=
1

n+ 1
+

1
n+ 2

+ · · ·+ 1
2n

>
n

2n
=

1
2
.

Ïîëîæèì ε0 = 1/2. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî N ∈ N, åñëè ïîëîæèòü
n = N + 1 > N è p = n, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (4). Ñëåäîâàòåëüíî, ãàðìîíè-
÷åñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn

ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé, òî limSn = +∞, ò. å.
∞∑
n=1

1
n = +∞. �

2 Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ

Òåîðåìà 2.1 Åñëè c ∈ R\{0}, òî ðÿäû
∞∑
n=1

an è
∞∑
n=1

can ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõî-
äÿòñÿ îäíîâðåìåííî è, â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè,

∞∑
n=1

can = c
∞∑
n=1

an. (5)

(×èñëîâîé ìíîæèòåëü c 6= 0 ìîæíî âûíîñèòü çà ñèìâîë ðÿäà, åñëè ïîñëåäíèé
ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.)

� Ïóñòü Sn =
n∑
k=1

ak, σn =
n∑
k=1

cak, n ≥ 1. Òîãäà σn = cSn, ∀n ≥ 1. Ïîñêîëüêó
c 6= 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σn} èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn}, ïðè÷¼ì, â ñëó÷àå
åãî ñóùåñòâîâàíèÿ,

limσn = c limSn,

÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìó 2.1. �
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Òåîðåìà 2.2 Ïóñòü ðÿäû
∞∑
n=1

an è
∞∑
n=1

bn ñõîäÿòñÿ è èõ ñóììû ðàâíû ñîîò-

âåòñòâåííî A è B. Òîãäà ðÿä
∞∑
n=1

(an + bn) ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà A+B.

� ÏóñòüAn =
n∑
k=1

ak, Bn =
n∑
k=1

bk, Sn =
n∑
k=1

(ak+bk), n ≥ 1. Òîãäà Sn = An+Bn.

Òàê êàê limAn = A, limBn = B, ãäå A,B ∈ R, òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Sn} ñõîäèòñÿ è limSn = A+B. �

Îïðåäåëåíèå 2.1 Ðÿä, ïîëó÷åííûé èç ðÿäà
∞∑
n=1

an îòáðàñûâàíèåì ïåðâûõ

m åãî ÷ëåíîâ, ò. å. ðÿä
∞∑

n=m+1
an, íàçûâàþò m-ûì îñòàòêîì äàííîãî ðÿäà.

Òåîðåìà 2.3 Åñëè ðÿä
∞∑
n=1

an (6)

ñõîäèòñÿ, òî ëþáîé åãî îñòàòîê ñõîäèòñÿ. Åñëè êàêîé-ëèáî îñòàòîê ðÿäà (6)
ñõîäèòñÿ, òî ðÿä (6) ñõîäèòñÿ.

� Ïóñòü Sn =
n∑
k=1

ak � ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (6), à σ
(m)
n =

m+n∑
k=m+1

ak

� n-àÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà m-îãî îñòàòêà. Î÷åâèäíî, ÷òî Sn+m = Sm + σ
(m)
n ,

∀n,m ∈ N. Åñëè ðÿä (6) ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn}. Ïóñòü
limSn = S ∈ R. Â ñèëó ñâîéñòâ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñóùåñòâóåò
lim
n→0

Sn+m = S, ∀ m ∈ N, à ïîýòîìó ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σ(m)
n } ïðè

êàæäîì m ∈ N, ïðè÷¼ì lim
n→0

σ
(m)
n = S − Sm. Èòàê, m- òûé îñòàòîê ðÿäà (6)

ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà S − Sm.
Ïóñòü ñõîäèòñÿm0 îñòàòîê ðÿäà (6), ò. å. ∃ lim

n→∞
σ

(m0)
n = σ(m0) ∈ R. Â ñèëó ïðå-

äûäóùåãî Sn+m0 = Sm0 + σ
(m0)
n , ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn+m0} ñõîäèòñÿ,

à çíà÷èò, ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn}, ò. å. ñõîäèòñÿ ðÿä (6) è åãî ñóììà
S = Sm0 + σ(m0). �

Ñëåäñòâèå 2.3.1 Îòáðàñûâàíèå èëè ïðèñîåäèíåíèå ê äàííîìó ðÿäó ëþáîãî
êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ íå âëèÿåò íà åãî ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäèìîñòü.
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3 Ñõîäèìîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ

Îïðåäåëåíèå 3.1 Ðÿä
∞∑
n=1

an íàçûâàþò çíàêîïîñòîÿííûì, åñëè ëèáî
an ≥ 0, ∀n ∈ N, ëèáî an ≤ 0, ∀n ∈ N. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðÿä íàçûâàþò ïîëî-
æèòåëüíûì, âî âòîðîì � îòðèöàòåëüíûì. Åñëè an > 0,∀n ∈ N, òî ðÿä (6)
íàçûâàþò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì.

Òåîðåìà 3.1 Ïîëîæèòåëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî åñòü
∃M > 0 : ∀n ∈ N Sn ≤M .

� Åñëè ÷èñëîâîé ðÿä ñõîäèòñÿ, òî ïî îïðåäåëåíèþ 1.2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Sn} åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó îãðàíè÷åíà è, â ÷àñòíîñòè, îãðà-
íè÷åíà ñâåðõó.

Ïóñòü òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïîñêîëüêó
an ≥ 0, ∀n ∈ N, è

Sn+1 = Sn + an+1 , ∀n ∈ N,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} íå óáûâàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{Sn} ñõîäèòñÿ è limSn = sup{Sn |n ∈ N}, ÷òî äîêàçûâàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà
(6). �

Çàìå÷àíèå 3.1 Åñëè ïîëîæèòåëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ è S � åãî ñóììà, òî
Sn ≤ S, ∀n ∈ N.

Ñëåäñòâèå 3.1.1 Åñëè ïîëîæèòåëüíûé ðÿä (6) ðàñõîäèòñÿ, òî
limSn = +∞.

(Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ÷àñòî ïèøóò
∞∑
n=1

an = +∞.)

Òåîðåìà 3.2 (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ) Ïóñòü ïîëîæèòåëüíûå ðÿäû
∞∑
n=1

an (7)

è
∞∑
n=1

bn (8)

òàêîâû, ÷òî an ≤ bn,∀n ≥ 1. Åñëè ðÿä (8) ñõîäèòñÿ, òî ðÿä (7) ñõîäèòñÿ.
Åñëè æå ðÿä (7) ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä (8) ðàñõîäèòñÿ.

8



� Ïóñòü An è Bn � n-ûå ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ (7) è (8) ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà An ≤ Bn,∀n ∈ N.

Åñëè ðÿä (8) ñõîäèòñÿ, òî ïî òåîðåìå 3.1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Bn} îãðàíè÷åíà
ñâåðõó. Ïîýòîìó {An} îãðàíè÷åíà ñâåðõó è ðÿä (7) ñõîäèòñÿ.

Ïóñòü ðÿä (7) ðàñõîäèòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿä (8) ñõîäèòñÿ. Òîãäà, ñî-
ãëàñíî äîêàçàííîé ïåðâîé ÷àñòè, ðÿä (7) ñõîäèòñÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è ðÿä (8) ðàñõîäèòñÿ. �

Òåîðåìà 3.3 (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ â ïðåäåëüíîé ôîðìå) Ïóñòü ðÿä
(7) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì, à ðÿä (8) � ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì,
` = lim

n→∞
an/bn, L = lim

n→∞
an/bn . Åñëè L < +∞, òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (8) ñëå-

äóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (7). Åñëè ` > 0, òî èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (8) ñëåäóåò
ðàñõîäèìîñòü ðÿäà (7).

� Ïóñòü L < +∞ è ðÿä (8) ñõîäèòñÿ. Ïî ÷èñëó ε = 1 > 0 íàéä¼ì íîìåð N
òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

an
bn

< L+ 1.

Òîãäà ∀n > N

an < (L+ 1)bn.

Îòñþäà, â ñèëó òåîðåì 2.1, 2.3 è 3.2 ñõîäèòñÿ ðÿä (7).
Ïóñòü òåïåðü ` > 0 è ðÿä (8) ðàñõîäèòñÿ. Åñëè ` ∈ R, òî ïî ÷èñëó ε = `/2

íàéä¼òñÿ íîìåð N òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n > N

an
bn

> `− ε =
`

2
,

ò. å. an > (`/2)bn ∀n > N. Îòñþäà, ñ ó÷¼òîì òåîðåìû 3.2, ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü
ðÿäà (7).

Åñëè ` = +∞, òî íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð N, ÷òî ∀n > N

an
bn

> 1,

à ïîýòîìó ðÿä (7) ðàñõîäèòñÿ. �

Çàìå÷àíèå 3.2 Åñëè L = +∞, òî íå îáÿçàòåëüíî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (8)
ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (7). Ïîäòâåðæäåíèåì ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ðÿäû ñ
îáùèìè ÷ëåíàìè an = 1/n, bn = 1/n2, n ∈ N.
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Çàìå÷àíèå 3.3 Åñëè ` = 0, òî èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (8) íå ñëåäóåò, âî-
îáùå ãîâîðÿ, ðàñõîäèìîñòü ðÿäà (7).

Ñëåäñòâèå 3.3.1 Åñëè ðÿäû (7) è (8) òàêîâû, ÷òî ñóùåñòâóåò
lim an/bn = c, òî ïðè c < +∞ èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (8) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü
ðÿäà (7), ïðè c > 0 èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà (8) ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà (7).

Ñëåäñòâèå 3.3.2 Åñëè ðÿäû (7) è (8) òàêîâû, ÷òî ñóùåñòâóåò
lim an/bn = c ∈ (0; +∞), òî ðÿäû (7) è (8) ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðå-
ìåííî.

Ðÿäû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ (3.3.2), íàçûâàþò ðàâíîñõîäÿ-
ùèìèñÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè an ∼ bn, ïðè n → ∞, òî ðÿäû (7) è (8) ÿâëÿþòñÿ
ðàâíîñõîäÿùèìèñÿ.

Òåîðåìà 3.4 (èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Ìàêëîðåíà-Êîøè ñõîäèìîñòè
ðÿäà) Åñëè ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå [1; +∞), íåîòðèöàòåëüíà
è íå âîçðàñòàåò, òî ðÿä

∞∑
n=1

f(n) (9)

ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {F (n)}, ãäå F (n) =

n∫
1
f(t)dt, n ∈ N.

� Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà íà îòðåçêå [1;n], ∀n ≥ 2,
ïîýòîìó èíòåãðèðóåìà íà í¼ì, à çíà÷èò,

F (n) ∈ R, ∀n ∈ N.

Ïîñêîëüêó f(t) ≥ 0,∀t ∈ [1; +∞), òî ∀n ∈ N

F (n+ 1)− F (n) =

n+1∫
1

f(t)dt−
n∫

1

f(t)dt =

n+1∫
n

f(t)dt ≥ 0,

ò. å. ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {F (n)} ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé (èìåííî +∞) ïðåäåë

limF (n) = sup{F (n)|n ∈ N}.
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Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ðÿä

(F (2)− F (1)) + · · ·+ (F (n+ 1)− F (n)) + · · · (10)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f íå âîçðàñòàåò íà [1; +∞), òî ∀t ∈ [n;n+ 1]

f(n) ≥ f(t) ≥ f(n+ 1), ∀n ∈ N,

è

f(n+ 1) =

n+1∫
n

f(n+ 1)dt ≤ F (n+ 1)− F (n) ≤
n+1∫
n

f(n)dt = f(n),

ò. å. ∀n ∈ N

f(n+ 1) ≤ F (n+ 1)− F (n) ≤ f(n).

Â ñèëó ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ ðÿäû (9) è (10) ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíî-
âðåìåííî. Ïîñêîëüêó n-íàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (10) ðàâíà F (n+1)−F (1) =
= F (n+1), òî ðÿä (10), à çíà÷èò è ðÿä (9), ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {F (n)}. �

Ïðèìåð 3.1 Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=1

1
nα
, α ∈ R. (11)

� Ïðè α ≤ 0 îáùèé ÷ëåí ðÿäà an = n−α 6→ 0, ïîýòîìó ðÿä (11) ðàñõîäèòñÿ.
Ïðè α > 0 ôóíêöèÿ f(x) = x−α îïðåäåëåíà, óáûâàåò íà ìíîæåñòâå [1; +∞) è
f(n) = n−α = an, n ∈ N. Â äàííîì ñëó÷àå

F (n) =

n∫
0

x−αdx =


x−α+1

−α + 1

∣∣∣∣n
1
, åñëè α 6= 1,

lnx
∣∣n
1 , åñëè α = 1

=

=
{ 1

1−α(n1−α − 1), åñëè α 6= 1,
lnn, åñëè α = 1, n ∈ N.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðèçíàêà Ìàêëîðåíà�Êîøè ðÿä (11) ñõîäèòñÿ ïðè
α > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè α ≤ 1. �
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Òåîðåìà 3.5 (ïðèçíàê Êîøè, íåïðåäåëüíàÿ ôîðìà) Ïóñòü ðÿä (7)
ïîëîæèòåëåí è Kn = n

√
an, ∀n ≥ 2. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî q ∈ (0; 1),

÷òî Kn ≤ q, ∀n ≥ n0, òî ðÿä (7) ñõîäèòñÿ. Åñëè æå ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {Knk} òàêàÿ, ÷òî Knk ≥ 1, ∀k ∈ N, òî ðÿä (7) ðàñõîäèòñÿ.

� Ïóñòü ñóùåñòâóåò ÷èñëî q ∈ (0; 1) òàêîå, ÷òî Kn ≤ q, ∀n ≥ n0, ò.å.
an ≤ qn, ∀n ≥ n0. Òàê êàê ðÿä

∞∑
n=1

qn ñõîäèòñÿ ïðè q ∈ (0; 1), òî â ñèëó ïðèçíàêà
ñðàâíåíèÿ 3.2 ðÿä (7) ñõîäèòñÿ.

Åñëè ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Knk} òàêàÿ, ÷òî Knk ≥ 1, òî
ank ≥ 1, ∀k ∈ N, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé.
Ïîýòîìó ðÿä (7) ðàñõîäèòñÿ (ñì. ñëåäñòâèå 1.1.1 òåîðåìû 1.1). �

Òåîðåìà 3.6 (ïðèçíàê Êîøè, ïðåäåëüíàÿ ôîðìà) Ïóñòü ðÿä (7) ïî-
ëîæèòåëåí è K = limKn. Åñëè K < 1, òî ðÿä (7) ñõîäèòñÿ; åñëè K > 1, òî
ðÿä (7) ðàñõîäèòñÿ. Ñóùåñòâóþò êàê ñõîäÿùèåñÿ, òàê è ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû,
äëÿ êîòîðûõ K = 1.

� Ïóñòü limKn = K < 1. Òîãäà ïî ÷èñëó ε0 = 1−K
2 > 0 íàéä¼òñÿ N ∈ N

òàêîå, ÷òî ∀n > N

Kn < K + ε0 =
1 +K

2
< 1.

Îòñþäà ïî òåîðåìå 3.5 (q = 1+K
2 < 1) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (7).

Åñëè K ∈ (1; +∞), òî ïî ÷èñëó ε0 = K − 1 > 0 íàéä¼òñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Knk} òàêàÿ, ÷òî ∀k ∈ N

Knk > K − ε0 = 1.

Çíà÷èò, ðÿä (7) ðàñõîäèòñÿ. Åñëè æå K = +∞, òî íàéä¼òñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Knk} è ðÿä (7) ðàñõîäèòñÿ â ñèëó òåîðåìû 3.5.

Íàêîíåö, äëÿ ðÿäîâ
∞∑
n=1

1
n
è
∞∑
n=1

1
n2 ñîîòâåòñòâóþùèå Kn → 1, îäíàêî, ïåðâûé

ðÿä ðàñõîäèòñÿ, à âòîðîé ñõîäèòñÿ. �

Òåîðåìà 3.7 (ïðèçíàê Äàëàìáåðà, íåïðåäåëüíàÿ ôîðìà) Ïóñòü ðÿä
(7) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì è Dn =

an+1

an
, n ≥ 1. Åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîå ÷èñëî q ∈ (0; 1), ÷òî Dn ≤ q, ∀n ≥ n0, òî ðÿä (7) ñõîäèòñÿ. Åñëè
Dn ≥ 1, ∀n ≥ n0, òî ðÿä (7) ðàñõîäèòñÿ.
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� Ïîñêîëüêó ïåðâûå ÷ëåíû ðÿäà íå âëèÿþò íà ñõîäèìîñòü, òî ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî n0 = 1. Ïóñòü äëÿ ðÿäà (7) ñóùåñòâóåò q ∈ (0; 1) òàêîå, ÷òî Dn ≤ q,

∀n ≥ 1. Òîãäà èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà:
a2

a1
≤ q,

a3

a2
≤ q, . . . ,

an+1

an
≤ q, n ∈ N,

ïåðåìíîæèâ êîòîðûå ïîëó÷èì:
an+1

a1
≤ qn, ∀n ≥ 1,

ò.å. an+1 ≤ a1q
n, ∀n ≥ 1.

Ó÷èòûâàÿ ïðèìåð 1.1 è òåîðåìû 2.1 è 3.2, ïîëó÷èì ñõîäèìîñòü ðÿäà (7).
Åñëè æå Dn ≥ 1, ∀n ≥ n0, òî {an} íå óáûâàåò, à çíà÷èò an 6→ 0 è ðÿä (7)

ðàñõîäèòñÿ. �

Òåîðåìà 3.8 (ïðèçíàê Äàëàìáåðà, ïðåäåëüíàÿ ôîðìà) Ïóñòü ðÿä
(7) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé. Åñëè limDn = D < 1, òî ðÿä (7) ñõîäèòñÿ. Åñëè
limDn = d > 1, òî ðÿä (7) ðàñõîäèòñÿ. Ñóùåñòâóþò êàê ñõîäÿùèåñÿ, òàê è
ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû, äëÿ êîòîðûõ

limDn ≤ 1 ≤ limDn.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.
Ñëåäñòâèå 3.8.1 Åñëè ðÿä (7) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûì è ñóùå-

ñòâóåò
limDn = D,

òî ïðè D > 1 ðÿä (7) ðàñõîäèòñÿ, ïðè D < 1 ðÿä (7) ñõîäèòñÿ. Ñóùåñòâóþò
êàê ñõîäÿùèåñÿ, òàê è ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû, äëÿ êîòîðûõ D = 1.

Ïðèìåð 3.2 Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
n=1

n! en

nn
.

� Çàìåòèì, ÷òî

Dn = e

(
n

n+ 1

)n
=

e

(1 + 1
n)n
→ 1,

ïîýòîìó ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà â ïðåäåëüíîé ôîðìå íè÷åãî îïðåäåë¼ííîãî î
ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà ñêàçàòü íåëüçÿ. Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ ìîíîòîííîå âîç-
ðàñòàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1 + 1

n)n, ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Dn}
ìîíîòîííî óáûâàÿ ñòðåìèòñÿ ê 1, ò.å. Dn > 1, ∀n ≥ 1. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò
ðàñõîäèìîñòü ðÿäà (ñì. ïðèçíàê Äàëàìáåðà â íåïðåäåëüíîé ôîðìå). �
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Çàìå÷àíèå 3.4 Ïðèçíàê Êîøè â ïðåäåëüíîé ôîðìå "ñèëüíåå"ñîîòâåòñò-
âóþùåãî ïðèçíàêà Äàëàìáåðà â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Åñëè ïðèçíàê Äàëàìáåðà
óêàçûâàåò íà ñõîäèìîñòü äàííîãî ðÿäà, òî ïðèçíàê Êîøè òàêæå óêàæåò íà
åãî ñõîäèìîñòü, íî íå íàîáîðîò.

Ïîäòâåðæäåíèåì ïîñëåäíåìó ÿâëÿåòñÿ ðÿä
1
2

+
1
3

+
1
22 +

1
32 + · · ·+ 1

2n
+

1
3n

+ · · · .

Çàìå÷àíèå 3.5 Åñëè ïðè èññëåäîâàíèè ïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà äîêàçàíà ñ
ïîìîùüþ ïðèçíàêà Äàëàìáåðà (èëè Êîøè) ðàñõîäèìîñòü åãî, òî îáùèé ÷ëåí
ýòîãî ðÿäà íå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì, òî åñòü íàðóøåíî íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Çàìå÷àíèå 3.6 Ïðèçíàêè Êîøè è Äàëàìáåðà îñíîâàíû íà ñðàâíåíèè èññëå-
äóåìîãî ðÿäà ñ ðÿäîì ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè è íå äàþò îòâåòà íà âîïðîñ
î ïîâåäåíèè ðÿäà, åñëè îáùèé ÷ëåí åãî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ìåäëåííåå, ÷åì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà {qn}, q ∈ (0; 1). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå áûâàåò ïîëåçíà

Òåîðåìà 3.9 (ïðèçíàê Ðààáå) Ïóñòü ðÿä (7) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíûì è Rn = n( an

an+1
− 1), n ∈ N. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë limRn = R, òî

ïðè R > 1 ðÿä (7) ñõîäèòñÿ, à ïðè R < 1 ðÿä (7) ðàñõîäèòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë limDn = D è D < 1, òî äëÿ Rn ñó-
ùåñòâóåò ïðåäåë R = +∞, à åñëè D > 1, òî R = −∞. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
ïðèçíàê Äàëàìáåðà äàåò îòâåò î ïîâåäåíèè ðÿäà (7), òî ïðèçíàê Ðààáå è ïî-
äàâíî åãî äàåò, ò.å. ïðèçíàê Ðààáå �ñèëüíåå� ïðèçíàêà Äàëàìáåðà â ïðåäåëüíîé
ôîðìå.

Ïðèìåð 3.3 Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
n=1

1
nα
, α > 0.

� Òàê êàê Dn = nα

(n+1)α < 1, ∀n ∈ N, è limDn = 1, òî ïðèçíàêè Äàëàì-
áåðà íå äàþò îòâåòà î ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà. Íî Rn = n

((
n+1
n

)α − 1
)

=
= n

((
1 + 1

n

)α − 1
)

= n
(
α 1
n + o

( 1
n

))
= α + o(1) → α ïðè n → +∞. Ïîýòîìó â

ñèëó òåîðåìû 3.9 äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè α > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè α < 1. �
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Òåîðåìà 3.10 (ïðèçíàê Ãàóññà) Ïóñòü ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

an ñòðîãî ïîëî-
æèòåëåí è

an
an+1

= 1 +
µ

n
+
θn
n2 ,

ãäå µ � íåêîòîðîå ÷èñëî, {θn} � îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà ðÿä
ñõîäèòñÿ, åñëè µ > 1, è ðàñõîäèòñÿ, åñëè µ ≤ 1.

Ïîçíàêîìèòüñÿ ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïðèçíàêà Ãàóññà ìîæíî, íàïðèìåð, â [5],
ñòð. 279.

Ïðèìåð 3.4 Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà

1 +
(

1
2

)p
+
(

1· 3
2· 4

)p
+ · · ·+

(
(2n− 1)!!

(2n)!!

)p
+ · · · , p > 0.

� Ïîñêîëüêó ∀n ≥ 1

an+1

an
=
(

2n− 1
2n

)p
=
(

1− 1
2n

)p
,

òî íè÷åãî îïðåäåë¼ííîãî î ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà
ñêàçàòü íåëüçÿ. Íî ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

an
an+1

=
(

1− 1
2n

)−p
= 1 +

p

2n
+
p (p+ 1)

2!
1

(2n)2 + o

(
1
n2

)
, n→∞.

Îòñþäà
an
an+1

= 1 +
p/2
n

+
θn
n2 ,

ãäå

θn =
p (p+ 1)

4· 2!
+
o (1/n2)

1/n2 , n ∈ N.

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {θn} îãðàíè÷åíà è â ñèëó ïðèçíàêà Ãàóññà èññëå-
äóåìûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè p > 2 è ðàñõîäèòñÿ ïðè p ≤ 2. �

4 Çíàêîïåðåìåííûå ðÿäû, èõ ñõîäèìîñòü.
Îïðåäåëåíèå 4.1 ×èñëîâîé ðÿä íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííûì, åñëè ó íåãî

áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî êàê ïîëîæèòåëüíûõ, òàê è îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ.
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Íà÷íåì ñ ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ, êîòîðîå ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíûì.
Ïóñòü äàí ðÿä

∞∑
n=1

anbn, (12)

ãäå an ∈ R, bn ∈ R, n ∈ N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn n-ûå ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà
(12), à ÷åðåç Bn�n-ûå ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà

∞∑
n=1

bn. Åñëè ïîëîæèòü B0 = 0, òî
bn = Bn −Bn−1, ∀n ≥ 1. Âûðàçèì Sn ÷åðåç ak è Bk.

Sn =
n∑
k=1

akbk =
n∑
k=1

ak(Bk −Bk−1) =
n−1∑
k=1

(ak − ak+1)Bk + anBn.

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå n-îé ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà (12) íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíè-
åì Àáåëÿ.

Ëåììà 4.1 (Àáåëÿ) Åñëè ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} íå óáûâàåò
(èëè íå âîçðàñòàåò), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Bn} îãðàíè÷åíà, ò.å. |Bn| ≤ B,

∀n ≥ 1, òî

|Sn| = |
n∑
k=1

akbk| ≤ B(|a1|+ 2|an|), ∀n ≥ 1.

� Â ñèëó ïðåîáðàçîâàíèÿ Àáåëÿ

|Sn| ≤ |
n−1∑
k=1

Bk(ak − ak+1)|+ |an||Bn| ≤ B(
n∑
k=1

|ak − ak+1|+ |an|).

Ïîñêîëüêó ðàçíîñòè ak − ak+1, k = 1, . . . , n, èìåþò îäèí è òîò æå çíàê, òî
n∑
k=1

|ak − ak+1| = |
n∑
k=1

(ak − ak+1)| = |a1 − an| ≤ |a1|+ |an|, ∀n ∈ N.

Ïîýòîìó

|Sn| ≤ B(|a1|+ 2|an|), ∀n ≥ 1.

�

Òåîðåìà 4.1 (ïðèçíàê Äèðèõëå) Ïóñòü â ðÿäå (12) ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {an} ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Bn} ÷à-
ñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà

∞∑
n=1

bn îãðàíè÷åíà, òîãäà ðÿä (12) ñõîäèòñÿ.
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� Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëî-
âîãî ðÿäà. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Îöåíèì ñâåðõó

|
p∑

k=1

ak+nbk+n|, n ∈ N, p ∈ N,

ïðèìåíèâ ê ýòîé ñóììå ëåììó 4.1. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî

|
p∑

k=1

bk+n| = |Bn+p −Bn| ≤ |Bn+p|+ |Bn| ≤ 2B, ∀n ∈ N, ∀p ∈ N.

Èìååì:

|
p∑

k=1

ak+nbk+n| ≤ 2B(|an+1|+ 2|an+p|), ∀p ∈ N, ∀n ∈ N.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, òî ñóùåñòâóåò
òàêîå N = N(ε) ∈ N, ÷òî ∀n > N

|an| <
ε

6B
.

Ïîýòîìó

|
p∑

k=1

bn+kan+k| < ε, ∀p ∈ N, ∀n > N.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (12). �

Òåîðåìà 4.2 (ïðèçíàê Àáåëÿ) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ìîíîòîí-
íà è îãðàíè÷åíà, à ðÿä

∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ, òî ðÿä (12) ñõîäèòñÿ.

� Ïî óñëîâèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà, ïîýòîìó
ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Ïîëîæèì, ÷òî a = lim an. Ðÿä

∞∑
n=1

bn ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì {Bn} îãðàíè÷åíà. Ïîñêîëüêó

anbn = (an − a)bn + abn, n ∈ N,

òî ðÿä (12) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ðÿäîâ
∞∑
n=1

(an − a)bn è
∞∑
n=1

abn, ïåðâûé èç êîòîðûõ
ñõîäèòñÿ ïî òåîðåìå 4.1 (ïðèçíàê Äèðèõëå), à âòîðîé � ïî òåîðåìå 2.1. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 2.2 ðÿä (12) ñõîäèòñÿ. �
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Çàìå÷àíèå 4.1 Ïðèçíàêè Äèðèõëå è Àáåëÿ íåöåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ê
ïîëîæèòåëüíûì ðÿäàì.

Ïðèìåð 4.1 Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑
n=1

sinαn
n

, ãäå α ∈ R. (13)

� Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ïðè α = kπ, k ∈ Z, sinαn = 0, ∀n ∈ N,
ïîýòîìó ðÿä (13) ñõîäèòñÿ.

Åñëè α 6= kπ, k ∈ Z, òî ∀n ∈ N

Bn =
n∑
k=1

sin kα =
1

2 sin α
2

n∑
k=1

2 sin
α

2
sin kα =

=
1

2 sin α
2

n∑
k=1

(cos(k − 1
2

)α− cos(k +
1
2
α)) =

1
2 sin α

2
(cos

α

2
− cos(n+

1
2

)α) =

=
1

2 sin α
2

2 sin
n+ 1

2
α sin

nα

2
,

îòêóäà |Bn| ≤
1

| sin α
2 |
, ∀n ∈ N. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}: an =

1
n
,

n ∈ N, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé áåñêîíå÷íî ìàëîé, òî ðÿä (13) ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíà-
êó Äèðèõëå ïðè α 6= 2kπ, k ∈ Z.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (13) ñõîäèòñÿ äëÿ ∀α ∈ R. �

5 Ðÿä ëåéáíèöåâñêîãî òèïà è åãî ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 5.1 ×èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

an íàçûâàåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèì-
ñÿ, åñëè ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ÷ëåíà åãî èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè, ò. å.
sgn(an · an+1) = −1,∀n ∈ N.

Çàìåòèì, ÷òî çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
∞∑
n=1

(−1)n−1an èëè
∞∑
n=1

(−1)nan, ãäå an > 0, ∀n ∈ N.

Ìû â ïîñëåäóþùåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n−1an. (14)
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Òåîðåìà 5.1 (ïðèçíàê Ëåéáíèöà) Çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n−1an,

ìîäóëè ÷ëåíîâ êîòîðîãî îáðàçóþò ìîíîòîííóþ áåñêîíå÷íî ìàëóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü, ñõîäèòñÿ, åãî ñóììà íåîòðèöàòåëüíà è íå ïðåâîñõîäèò ïåðâîãî
÷ëåíà a1.

� Ïîñêîëüêó an > 0, ∀n ∈ N, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ÿâëÿåòñÿ ìî-
íîòîííîé áåñêîíå÷íî ìàëîé. ×àñòè÷íûå ñóììû Bn ÷èñëîâîãî ðÿäà

∞∑
n=1

(−1)n−1

îáðàçóþò îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (14) ñõîäèòñÿ
ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå.

Îöåíèì ñóììó ðÿäà (14), ðàññìîòðåâ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {S2n} è {S2n+1},
n ∈ N, åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì. Òàê êàê

S2n = (a1 − a2) + (a3 − a4) + · · ·+ (a2n−1 − a2n), n ∈ N,

è a2k−1−a2k ≥ 0, k = 1, . . . , n−1, òî S2n ≥ 0, ∀n ∈ N, à ïîýòîìó S = limS2n ≥ 0.
Ïîñêîëüêó S2n+1 = S2n + a2n+1 > 0,

S2n+1 = a1 − (a2 − a3)− · · · − (a2n − a2n+1), n ∈ N,

è a2k − a2k+1 ≥ 0, k = 1, . . . , n, òî S2n+1 ≤ a1,∀n ∈ N, ïîýòîìó S =
= limS2n+1 ≤ a1. �

Îïðåäåëåíèå 5.2 Çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä, ìîäóëè ÷ëåíîâ êîòîðîãî îáðà-
çóþò ìîíîòîííóþ áåñêîíå÷íî ìàëóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íàçûâàåòñÿ ðÿäîì
ëåéáíèöåâñêîãî òèïà.

Ñ ó÷¼òîì îïðåäåëåíèÿ 5.2 òåîðåìà 5.1 ïðèíèìàåò âèä.

Òåîðåìà 5.2 Ðÿä ëåéáíèöåâñêîãî òèïà ñõîäèòñÿ.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 5.2.1 Ñóììà σ(n) n-ãî îñòàòêà ðÿäà ëåéáíèöåâñêîãî òèïà (14)
ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò ìîäóëÿ åãî ïåðâîãî ÷ëåíà, ò.å. |σ(n)| ≤ an+1, ∀n ∈ N.

Ïðèìåð 5.1 Ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ðÿäîì ëåéáíèöåâñêîãî

òèïà, ïîýòîìó ñõîäèòñÿ è

|σ(n)| ≤ an+1 =
1

n+ 1
, ∀n ∈ N,

ò.å. çàìåíà ñóììû S ðÿäà âåëè÷èíîé n-îé ÷àñòè÷íîé ñóììû åãî äîïóñêàåò
àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü, ðàâíóþ |σ(n)|, êîòîðàÿ íå ïðåâîñõîäèò 1

n+1 , n ∈ N.
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6 Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà

Ëåììà 6.1 Åñëè ðÿä
∞∑
n=1
|an| ñõîäèòñÿ, òî ðÿä

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ.

� Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ Êîøè ñõîäèìîñòè ÷è-
ñëîâîãî ðÿäà. �

Çàìå÷àíèå 6.1 Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Äåéñòâèòåëüíî, ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n

n
ñõîäèòñÿ, à ðÿä èç ìîäóëåé ÷ëåíîâ åãî ðàñõî-

äèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.1 ×èñëîâîé ðÿä
∞∑
n=1

an (15)

íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

|an|. (16)

Åñëè æå ðÿä (16) ðàñõîäèòñÿ, à ðÿä (15) ñõîäèòñÿ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä (15)
ñõîäèòñÿ óñëîâíî (íå àáñîëþòíî).

Ñ ó÷¼òîì îïðåäåëåíèÿ 6.1 ëåììà 6.1 ïðèíèìàåò âèä :

Ëåììà 6.2 Àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå 6.0.2 Äëÿ çíàêîïîñòîÿííîãî ÷èñëîâîãî ðÿäà ïîíÿòèÿ ñõîäèìî-
ñòè è àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ñîâïàäàþò.

Ïðèìåð 6.1 Èññëåäóåì íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑
n=1

sinn
np

, p ∈ R+. (17)

� Òàê êàê | sinn|
np

≤ 1
np
, ∀n ∈ N, è ðÿä

∞∑
n=1

1
np

ñõîäèòñÿ ïðè p > 1, òî ðÿä
(17) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè p > 1. Åñëè æå p ∈ (0; 1], òî

| sinn|
np

≥ 1− cos 2n
2np

=
1

2np
− cos 2n

2np
, ∀n ∈ N.
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Ïîñêîëüêó ðÿä
∞∑
n=1

1
2np

ðàñõîäèòñÿ ïðè p ∈ (0; 1] (ñì. ïðèìåð 3.1), à ðÿä
∞∑
n=1

cos 2n
2np

ñõîäèòñÿ ïðè p ∈ (0; 1] (ïî ïðèçíàêó Äèðèõëå), òî ñîãëàñíî òåîðåìå

2.2 ðÿä
∞∑
n=1

1− cos 2n
2np

ðàñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó ïðè p ∈ (0; 1] ðàñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

| sinn|
np

,

ò.å. ðÿä (17) íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ ïðè p ∈ (0; 1].
Ïðèìåíÿÿ ê ðÿäó (17) ïðèçíàê Äèðèõëå, óáåæäàåìñÿ â åãî ñõîäèìîñòè, à

çíà÷èò â óñëîâíîé ñõîäèìîñòè ïðè p ∈ (0; 1]. �

7 Ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ
Ïîíÿòèå ñóììû ðÿäà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëà-

ãàåìûõ, ïîñêîëüêó â ïåðâîì èñïîëüçîâàí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä. Ïîýòîìó èçâåñò-
íûå ñâîéñòâà ñóììû ÷èñåë ïåðåíîñÿòñÿ íà ñóììó ðÿäà íå ïîëíîñòüþ: íåêîòîðûå
èç ñâîéñòâ âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ.

Èçó÷èì ñâîéñòâà ÷èñëîâîãî ðÿäà
∞∑
n=1

an. (18)

Îáúåäèíèì åãî ÷ëåíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì â ãðóïïû, íå ìåíÿÿ ïðè ýòîì
ïîðÿäêà èõ ñëåäîâàíèÿ, ïîëó÷èì ðÿä

(a1 + a2 + · · ·+ an1) + (an1+1 + · · ·+ an2) + · · ·+ (19)

+(ank−1+1 + · · ·+ ank) + · · ·
Òåîðåìà 7.1 (ñî÷åòàòåëüíîå ñâîéñòâî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà) Åñëè ðÿä

(18) ñõîäèòñÿ, òî ðÿä (19), ïîëó÷åííûé èç (18) ïðîèçâîëüíîé ãðóïïèðîâêîé åãî
÷ëåíîâ áåç íàðóøåíèÿ ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ, ñõîäèòñÿ è èìååò òó æå ñóììó,
÷òî è ðÿä (18).

� Ïóñòü Sn� n-íàÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (18), σk� k-àÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóì-
ìà ðÿäà (19). Òîãäà σk = Snk. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Snk} ÿâëÿåòñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn}, òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (18)
èìååì :

lim
k→∞

Snk = limSn,
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÷òî îçíà÷àåò íå òîëüêî ñõîäèìîñòü ðÿäà (19), íî è ðàâåíñòâî ñóìì ðÿäîâ (19) è
(18). �

Ñëåäñòâèå 7.1.1 Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî, ò.å. èç ñõîäèìîñòè ðÿ-
äà (19), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (18).

Ïîäòâåðæäåíèåì ñêàçàííîãî ÿâëÿþòñÿ ðÿäû

(1− 1) + (1− 1) + · · ·+ (1− 1) + · · ·

è

1− 1 + 1− 1 + · · ·+ 1− 1 + · · ·

Îäíàêî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 7.2 Åñëè âíóòðè êàæäîé ñêîáêè ðÿäà (19) âñå ÷ëåíû èìåþò îäèí
è òîò æå çíàê, òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (19) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (18).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ïðåäîñòàâèì ÷èòàòåëþ ([5], ñòð. 314).

Ïðèìåð 7.1 Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑
n=1

(−1)[n/3]

n
. (20)

� Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
k=1

(−1)k
(

1
3k

+
1

3k + 1
+

1
3k + 2

)
, (21)

ïîëó÷åííûé èç (20) îòáðàñûâàíèåì ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ è ãðóïïèðîâêîé ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ÷ëåíîâ îäíîãî çíàêà. Ðÿä (21), î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì ëåéáíè-
öåâñêîãî òèïà, ïîýòîìó ñõîäèòñÿ, à çíà÷èò, ñîãëàñíî òåîðåìå 7.2, ñõîäèòñÿ ðÿä
(20). �

Âûÿñíèì, îáëàäàþò ëè ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ïåðåìåñòèòåëüíûì ñâîéñòâîì.
×àñòî áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå σ : N → N íàçûâàþò ïåðåñòàíîâêîé. Ðÿä,

ïîëó÷åííûé èç (18) ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâêè σ : N → N, σ(k) = nk, k ∈ N, åãî
÷ëåíîâ, ïðèíèìàåò âèä :

an1 + an2 + an3 + · · ·+ ank + · · · (22)

Òåîðåìà 7.3 Åñëè ïîëîæèòåëüíûé ÷èñëîâîé ðÿä (18) ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
(22), ïîëó÷åííûé èç (18) ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâêè σ, ñõîäèòñÿ è èìååò òó
æå ñóììó, ÷òî è ðÿä (18).
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� Ïóñòü Sn è Uk� ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ (18) è (22) ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.
Sn = a1 + a2 + · · ·+ an, n ∈ N,

Uk = an1 + an2 + · · ·+ ank, k ∈ N.

Ïî óñëîâèþ ðÿä (18) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ñõîäÿùèìñÿ, ïîýòîìó, åñëè S�
ñóììà ðÿäà (18), òî ïî çàìå÷àíèþ ê òåîðåìå 3.1 èìååì:

Sn ≤ S, ∀n ∈ N.

Åñëè pk = max{n1, n2, . . . , nk}, k ∈ N, òî
Uk ≤ Spk ≤ S, ∀k ∈ N,

ò.å.
Uk ≤ S, ∀k ∈ N.

Îòñþäà ïî òåîðåìå 3.1 è çàìå÷àíèþ ê íåé ðÿä (22) ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà U
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ U ≤ S. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðÿä (18) ïîëó÷åí èç (22) ïåðå-
ñòàíîâêîé σ−1, ïîëó÷èì, â ñèëó äîêàçàííîãî, ÷òî S ≤ U. Çíà÷èò S = U. �

Ðàññìîòðèì òåïåðü çíàêîïåðåìåííûé ðÿä
∞∑
n=1

an. Ïîëîæèì

a+
n =

{
an, åñëè an > 0,
0, åñëè an ≤ 0,

a−n =
{
−an, åñëè an < 0,

0, åñëè an ≥ 0.

Ðÿäû
∞∑
n=1

a+
n (23)

è
∞∑
n=1

a−n (24)

ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè. Ïîñêîëüêó íóëåâûå ÷ëåíû íå âëèÿþò íà ñõîäè-
ìîñòü è âåëè÷èíó ñóììû ðÿäà, òî èõ ìîæíî îïóñòèòü. Åñëè ïîëîæèòåëüíûå
÷ëåíû ðÿäà (18) îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ank}, à îòðèöàòåëüíûå � {amk

},
òî ðÿäû (23) è (24) ïðèíèìàþò âèä :

∞∑
k=1

a+
nk

è
∞∑
k=1

a−mk
ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì,

÷òî ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî ñ ðÿäàìè (23), (24) ñîîò-
âåòñòâåííî.
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Òåîðåìà 7.4 Äëÿ çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà (18) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óò-
âåðæäåíèÿ:

1) ðÿä (18) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäÿòñÿ ðÿäû
∞∑
k=1

ank,
∞∑
k=1

amk
;

2) åñëè îäèí èç ðÿäîâ (23) èëè (24) ñõîäèòñÿ, à äðóãîé ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä
(18) ðàñõîäèòñÿ;

3) åñëè ðÿä (18) ñõîäèòñÿ óñëîâíî, òî ðÿäû (23) è (24) ðàñõîäÿòñÿ.

� 1). Ïóñòü Sn, σ+
n , σ−n � n-ûå ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ (18), (23), (24)

ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê ðÿä (18) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1
|an|.

Åñëè S∗n � n-àÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ïîñëåäíåãî ðÿäà, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî M > 0
òàêîå, ÷òî

S∗n ≤M, ∀n ∈ N.
Íî S∗n = σ+

n + σ−n , ∀n ∈ N, ïîýòîìó

σ+
n ≤M, σ−n ≤M, ∀n ∈ N,

÷òî îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ðÿäîâ (23) è (24), à çíà÷èò, è ðÿäîâ, ñîñòàâëåííûõ èç
ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ.

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ðÿäû (23) è (24) ñõîäÿòñÿ. Ïî òåîðåìå
3.1 ñóùåñòâóþò ÷èñëà M1 > 0 è M2 > 0 òàêèå, ÷òî

σ+
n ≤M1, σ−n ≤M2, ∀n ∈ N.

Òîãäà

S∗n = σ+
n + σ−n ≤M1 +M2, ∀n ∈ N,

è ðÿä (18) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
2). Ïóñòü ðÿä (23) ñõîäèòñÿ, à ðÿä (24) ðàñõîäèòñÿ. Òîãäà ïî òåîðåìå 3.1 è å¼

ñëåäñòâèþ ñóùåñòâóåò M1 > 0 òàêîå, ÷òî σ+
n ≤M1,∀n ∈ N, à σ−n → +∞. Äàëåå,

Sn = σ+
n − σ−n , ∀n ∈ N,

ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé è ðÿä (18) ðàñ-
õîäèòñÿ.

3). Ïóñòü ðÿä (18) ñõîäèòñÿ óñëîâíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿäû (23) è (24) íå
ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ðàñõîäÿùèìèñÿ. Òîãäà, åñëè ýòè ðÿäû îäíîâðåìåííî

24



ñõîäÿòñÿ, ïî äîêàçàííîé 1-îé ÷àñòè ðÿä (18) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, ÷òî ïðîòèâî-
ðå÷èò óñëîâèþ. Åñëè æå îäèí èç ðÿäîâ (23), (24) ñõîäèòñÿ, à âòîðîé ðàñõîäèòñÿ,
òî ïî äîêàçàííîé 2-îé ÷àñòè ýòîé òåîðåìû ðÿä (18) ðàñõîäèòñÿ, ÷òî òàêæå ïðî-
òèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿäû (23) è (24) ðàñõîäÿòñÿ. �

Òåîðåìà 7.5 (Êîøè) Åñëè ðÿä (18) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, òî ðÿä (22), ïî-
ëó÷åííûé èç (18) ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêîé åãî ÷ëåíîâ, àáñîëþòíî ñõîäèò-
ñÿ è èìååò òó æå ñóììó, ÷òî è ðÿä (18).

� Ïî óñëîâèþ ðÿä (18) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó ïî òåîðåìå 7.3 ñõîäèòñÿ
ðÿä

∞∑
k=1
|ank|, ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿäó (22), à çíà÷èò ðÿä (22) àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.

Äîêàæåì, ÷òî ñóììû ðÿäîâ (18) è (22) ñîâïàäàþò. Â ñèëó òåîðåìû 7.4 ðÿäû
∞∑
n=1

a+
n ,

∞∑
n=1

a−n ,
∞∑
k=1

a+
nk
,

∞∑
k=1

a−nk

ñõîäÿòñÿ. Ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå ðÿäû ïîëîæèòåëüíû, òî ïî òåîðåìå 7.3
∞∑
n=1

a+
n =

∞∑
k=1

a+
nk

;
∞∑
n=1

a−n =
∞∑
k=1

a−nk.

Íàêîíåö, òàê êàê ak = a+
k − a

−
k , k ≥ 1, òî

∞∑
n=1

an =
∞∑
k=1

(a+
k − a

−
k ) =

∞∑
k=1

a+
k −

∞∑
k=1

a−k =

=
∞∑
k=1

a+
nk
−
∞∑
k=1

a−nk =
∞∑
k=1

(a+
nk
− a−nk) =

∞∑
k=1

ank.

�

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ïåðåìåñòèòåëüíûì ñâîéñòâîì
íå îáëàäàþò : â êàæäîì òàêîì ðÿäå ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâêè ÷ëåíîâ ìîæíî
èçìåíèòü ñóììó è äàæå íàðóøèòü ñõîäèìîñòü.

Òåîðåìà 7.6 (Ðèìàíà) Åñëè ðÿä (18) óñëîâíî ñõîäèòñÿ, òî äëÿ ëþ-
áîãî L ∈ [−∞; +∞] ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà åãî ÷ëåíîâ, ÷òî ïðè
L ∈ (−∞;∞) ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä (22) ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà L, à ïðè
L = +∞ èëè L = −∞ ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä (22) ðàñõîäèòñÿ, è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèòåëüíîé
èëè îòðèöàòåëüíîé áåñêîíå÷íî áîëüøîé.
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� 1). Ïóñòü L = +∞. Òàê êàê ðÿä (18) óñëîâíî ñõîäèòñÿ, òî ñîãëàñíî òåîðåìå
7.4 ðÿäû

∞∑
n=1

a+
n ,

∞∑
n=1

a−n ðàñõîäÿòñÿ. Óäàëèì â ýòèõ ðÿäàõ íóëåâûå ýëåìåíòû,
ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî

∞∑
k=1

a+
nk

è
∞∑
k=1

a−mk
;

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ýòèõ ðÿäîâ ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè
áåñêîíå÷íî áîëüøèìè. Ñëåäîâàòåëüíî,

∃p1 ∈ N :
p1∑
k=1

a+
nk
> 1 + a−m1

;

∃p2 ∈ N, p2 > p1 :
p2∑

k=p1+1

a+
nk
> 1 + a−m2

;

∃p3 ∈ N, p3 > p2 :
p3∑

k=p2+1

a+
nk
> 1 + a−m3

,

. . . . . . . . . . . . . . . . .

Ðàññìîòðèì ðÿä

a+
n1

+ · · ·+ a+
np1
− a−m1

+ a+
np1+1

+ · · ·+ a+
np2
− a−m2

+ a+
np2+1

+ · · · (25)

Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä (25) èñêîìûé. Â ñèëó âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {pk}
÷àñòè÷íûå ñóììû Vk ðÿäà (25) îáëàäàþò ñâîéñòâàìè :

Vpk+1 > k, è Vpk > k + amk
> k, ∀k ∈ N;

∀n ∈ (pk + 1, pk+1) Vpk+1 < Vn < Vpk+1;

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Vn} ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé áåñêîíå÷íî áîëü-
øîé è ðÿä (25) ðàñõîäèòñÿ. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ L = −∞.

2). Ïóñòü òåïåðü L� ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.Ñîãëàñíî òåîðåìû 7.4 ðÿä
∞∑
k=1

a+
nk

ðàñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó íàéä¼òñÿ p1 ∈ N òàêîå, ÷òî

a+
n1

+ a+
n2

+ · · ·+ a+
np1

> L,
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íî

a+
n1

+ a+
n2

+ · · ·+ a+
np1−1

≤ L.

(Åñëè a+
n1
> L, òî áóäåì ñ÷èòàòü p1 = 1). Ñóììó

p1∑
k=1

a+
nk

âîçüì¼ì â êà÷åñòâå
ïåðâîãî ÷ëåíà âñïîìîãàòåëüíîãî ðÿäà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âòîðîãî ÷ëåíà ýòîãî ðÿ-
äà èç ïåðâîãî ÷ëåíà áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èòàòü ÷ëåíû ïîëîæèòåëüíîãî
ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

∞∑
k=1

a−mk
äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

(a+
n1

+ a+
n2

+ · · ·+ a+
np1

)− (a−m1
+ a−m2

+ · · ·+ a−mq1
) ≤ L,

íî

(a+
n1

+ a+
n2

+ · · ·+ a+
np1

)− (a−m1
+ a−m2

+ · · ·+ a−mq1−1
) > L.

Âåëè÷èíó −(a−m1
+ · · ·+ a−mq1

) ïðèìåì çà âòîðîé ÷ëåí êîíñòðóèðóåìîãî âñïîìî-
ãàòåëüíîãî ðÿäà. Íà ñëåäóþùåì øàãå áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèáàâëÿòü ñëå-
äóþùèå çà a+

np1
÷ëåíû ðÿäà

∞∑
k=1

a+
nk

äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì, ÷òî

(a+
n1

+ · · ·+ a+
np1

)− (a−m1
+ · · ·+ a−mq1

) + (a+
np1+1

+ · · ·+ a+
np2

) > L,

íî

(a+
n1

+ · · ·+ a+
np1

)− (a−m1
+ · · ·+ a−mq1

) + (a+
np1+1

+ · · ·+ a+
np2−1

) ≤ L.

Ñóììà äîáàâëåííûõ íà ýòîì øàãå ýëåìåíòîâ (a+
np1+1

+ · · · + a+
np2

) äà¼ò òðåòèé
÷ëåí âñïîìîãàòåëüíîãî ðÿäà. Äàëåå áóäåì âû÷èòàòü ïîñëåäîâàòåëüíî ÷ëåíû ðÿ-
äà

∞∑
k=1

a−nk, íà÷èíàÿ ñ a−nq1+1
, ïîêà íå ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà

(a+
n1

+ · · ·+ a+
np1

)− (a−m1
+ · · ·+ a−mq1

) + (a+
np1+1

+ · · ·+ a+
np2

)−

−(a−mq1+1
+ · · ·+ a−mq2

) ≤ L,

(a+
n1

+ · · ·+ a+
np1

)− (a−m1
+ · · ·+ a−mq1

) + (a+
np1+1

+ · · ·+ a+
np2

)−

−(a−mq1+1
+ · · ·+ a−mq2−1

) > L,

è òàê äàëåå.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðÿä

(a+
n1

+ · · ·+ a+
np1

)− (a−m1
+ · · ·+ a−mq1

) + (26)

+(a+
np1+1

+ · · ·+ a+
np2

)− · · ·

Ïóñòü ÷àñòè÷íûå ñóììû åãî ðàâíû σk. Òîãäà

σ1 = a+
n1

+ · · ·+ a+
np1
, |σ1 − L| < a+

np1
,

σ2 = σ1 − (a−m1
+ · · ·+ a−mq1

), |σ2 − L| < a−mq1
,

σ3 = σ2 + (a+
np1+1

+ · · ·+ a+
np2

), |σ3 − L| < a+
np2
,

σ4 = σ3 − (a−mq1+1
+ · · ·+ a−mq2

), |σ4 − L| < a−mq2
,

. . . . . . . . .

òî åñòü |σ2k−1 − L| < a+
npk
, |σ2k − L| < a−mqk

, k ∈ N.

Ïî óñëîâèþ ðÿä
∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó an → 0 ïðè n → ∞, è a+
npk
→ 0 è

a−mqk
→ 0 ïðè k → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, σ2k−1 → L, σ2k → L, à çíà÷èò σn → L

ïðè n → ∞, òî åñòü ðÿä (26) ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà L. Îòñþäà, ñîãëàñíî
òåîðåìå 7.2, ðÿä

a+
n1

+ · · ·+ a+
np1
− a−m1

− · · · − a−mq1
+ a+

np1+1
+ · · ·+ a+

np2
− · · · (27)

ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà L.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè L ∈ (−∞, 0), òî â êà÷åñòâå ñëàãàåìûõ ïåðâîãî

÷ëåíà âñïîìîãàòåëüíîãî ðÿäà (26) ñëåäóåò áðàòü ïåðâûå ÷ëåíû ðÿäà
∞∑
k=0

a−mk
, âñå

ïîñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû òåì, êîòîðûå ïðîâîäÿòñÿ â ïóíêòå 2).
Íàêîíåö, ïðè L = 0 â êà÷åñòâå ïåðâîãî ÷ëåíà âñïîìîãàòåëüíîãî ðÿäà ìîæíî
âçÿòü a+

n1
(ïðè ýòîì p1 = 1) èëè a−m1

(òîãäà q1 = 1).
�
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8 Óìíîæåíèå ðÿäîâ
Ïóñòü äàíû äâà ðÿäà

∞∑
n=1

an (28)

è
∞∑
n=1

bn (29)

Ïîäðàæàÿ ïðàâèëó óìíîæåíèÿ êîíå÷íûõ ñóìì, ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïðî-
èçâåäåíèÿ ÷ëåíîâ ðÿäîâ (28) è (29) : aibk, i ∈ N, k ∈ N, èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü
áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó

a1b1 a1b2 a1b3 a1b4 · · · a1bn · · ·
a2b1 a2b2 a2b3 a2b4 · · · a2bn · · ·
a3b1 a3b2 a3b3 a3b4 · · · a3bn · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


Ïåðåíóìåðóåì âñå ÷ëåíû ýòîé ìàòðèöû â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå, ïîëó÷èì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {Uk} : Uk = aikbjk. Ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä

ai1bn1 + ai2bn2 + · · ·+ aikbjk + · · · (30)
íàçûâàþò ïðîèçâåäåíèåì ðÿäîâ (28) è (29). ×àùå âñåãî íóìåðóþò ýëåìåíòû
ìàòðèöû ïî äèàãîíàëÿì

a1b1 + a2b1 + a1b2 + a3b1 + a2b2 + a1b3 + · · ·

èëè ïî êâàäðàòàì
a1b1 + a1b2 + a2b2 + a2b1 + a1b3 + a2b3 + a3b3 + a3b2 + a3b1 + · · ·

Åñëè ïðîèçâåäåíèå ðÿäîâ âûïèñàíî ïî äèàãîíàëÿì è ÷ëåíû, ëåæàùèå íà îäíîé
äèàãîíàëè, ïðè ýòîì îáúåäèíåíû, òî ðÿä

a1b1 + (a2b1 + a1b2) + (a3b1 + a2b2 + a1b3) + · · · (31)
íàçûâàþò ïðîèçâåäåíèåì ðÿäîâ (28) è (29) â ôîðìå Êîøè. Çàìåòèì, ÷òî n-ûé
÷ëåí ðÿäà (31) èìååò âèä :

cn =
n∑
k=1

akbn−k+1, n ∈ N.

Òåîðåìà 8.1 (Êîøè) Åñëè ðÿäû (28) è (29) àáñîëþòíî ñõîäÿòñÿ, òî ëþ-
áîé ðÿä, ÿâëÿþùèéñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ ðÿäîâ, àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ è åãî
ñóììà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñóìì ðÿäîâ (28) è (29).
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� Ïî óñëîâèþ ðÿäû
∞∑
n=1

|an| (32)

è
∞∑
n=1

|bn| (33)

ñõîäÿòñÿ. Ïóñòü An, A
∗
n , Bn , B

∗
n � n-ûå ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ (28), (32), (29),

(33) ñîîòâåòñòâåííî, σn � n-àÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (30) è σ∗n � n-àÿ ÷àñòè÷íàÿ
ñóììà ðÿäà

∞∑
k=1
|aik||bjk|. Ïóñòü pk = max{i1, i2, . . . , ik}, qk = max{j1, j2, . . . , jk},

k ∈ N. Î÷åâèäíî, ÷òî ∀n ∈ N

σ∗n ≤ (|a1|+ |a2|+ · · ·+ |apn|)(|b1|+ |b2|+ · · ·+ |bqn|) = A∗pn·B
∗
qn
,

Òàê êàê ðÿäû (32) è (33) ñõîäÿòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {A∗n} è {B∗n} îãðàíè-
÷åíû, ò.å. ∃M1 > 0, ∃M2 > 0 :

|A∗n| ≤M1, |B∗n| ≤M2, ∀n ∈ N.

Îòñþäà

σ∗n ≤ A∗pn·B
∗
qn
≤M1·M2, ∀n ∈ N,

÷òî âëå÷¼ò ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=1
|aik||bjk|, ò.å. àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà (30).

Çàìåòèì, ÷òî ðÿäû � ïðîèçâåäåíèÿ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïîðÿäêîì ñëåäîâà-
íèÿ ÷ëåíîâ, à ïîýòîìó ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà ïåðåñòàíîâêîé ÷ëåíîâ. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 7.5 îíè èìåþò îäíó è òó æå ñóììó. Äëÿ ïîäñ÷¼òà ñóììû ðÿäà (30) ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâåäåíèå, âûïèñàííîå ïî êâàäðàòàì. Ïîñêîëüêó äëÿ ñõîäÿùèõñÿ
ðÿäîâ èìååò ìåñòî ñî÷åòàòåëüíîå ñâîéñòâî, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ðÿä

a1b1 + (a2b1 + a2b2 + a1b2) + (a3b1 + a3b2 + a3b3 + a2b3 + a1b3) + · · · (34)

Åñëè Sn� n-àÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ýòîãî ðÿäà, òî

S1 = a1b1 = A1B1,

S2 = a1b1 + (a2b1 + a2b2 + a1b2) = (a1 + a2)(b1 + b2) = A2B2,

S3 = a1(b1 + b2 + b3) + a2(b1 + b2 + b3) + a3(b1 + b2 + b3) = A3B3,
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è Sn = AnBn. Åñëè A, B � ñóììû ðÿäîâ (28) è (29) ñîîòâåòñòâåííî, òî

limSn = A·B.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ðÿäà (34), à çíà÷èò è ëþáîãî ðÿäà (30) ðàâíà ïðîèçâåäå-
íèþ A·B. �

Òåîðåìà 8.2 (Ìåðòåíñà) Åñëè ðÿäû (28) è (29) ñõîäÿòñÿ, ïðè÷¼ì îäèí
èç íèõ àáñîëþòíî, òî èõ ïðîèçâåäåíèå â ôîðìå Êîøè ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà
ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñóìì äàííûõ ðÿäîâ.

Ìû îïóñêàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ìåðòåíñà, îòñûëàÿ ÷èòàòåëåé ê [5],
ñòð. 328.

Çàìå÷àíèå 8.1 Òðåáîâàíèå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè îäíîãî èç ðÿäîâ (28),
(29) â òåîðåìå 8.2 ñóùåñòâåííî.

Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì

Ïðèìåð 8.1 Ïóñòü â ðÿäàõ (28) è (29) an = bn =
(−1)n−1
√
n

, n ∈ N. Òîãäà

ðÿä (34) � ïðîèçâåäåíèå â ôîðìå Êîøè èìååò âèä
∞∑
k=1

ck, ãäå

ck = (−1)k
(

1
11/2(k−1)1/2 +

1
21/2(k − 2)1/2 + · · ·+ 1

(k − 1)1/211/2

)
.

Ò. ê.
k−1∑
i=1

1
i1/2(k − i)1/2 ≥ (k − 1)

1
(k − 1)1/2(k − 1)1/2 = 1,

òî, â ñèëó íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà, ðÿä
∞∑
k=1

ck ðàñõî-
äèòñÿ. �

9 Áåñêîíå÷íûå ÷èñëîâûå ïðîèçâåäåíèÿ
Îïðåäåëåíèå 9.1 Ïóñòü äàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}, ÷ëåíû

êîòîðîé îòëè÷íû îò íóëÿ. Ñèìâîë

a1· a2· a3· . . . · an· . . . èëè
∞∏
n=1

an (35)
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íàçûâàþò áåñêîíå÷íûì ÷èñëîâûì ïðîèçâåäåíèåì, à ÷èñëî, ðàâíîå ïðîèçâåäå-
íèþ ïåðâûõ n ñîìíîæèòåëåé Pn =

n∏
k=1

ak, � n-ûì ÷àñòè÷íûì ïðîèçâåäåíèåì
áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ (35). Åñëè ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Pn} ñõî-
äèòñÿ ê îòëè÷íîìó îò íóëÿ ÷èñëó P, òî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (35) íà-
çûâàþò ñõîäÿùèìñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ðàñõîäÿùèìñÿ. Åñëè áåñêîíå÷íîå
ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ è P = limPn, òî ÷èñëî P íàçûâàþò çíà÷åíèåì ýòîãî
ïðîèçâåäåíèÿ è ïèøóò :

P =
∞∏
n=1

an.

ßñíî, ÷òî êàæäîìó áåñêîíå÷íîìó ïðîèçâåäåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé. Âåðíî è îáðàòíîå: êàæäîé ÷èñëîâîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {Pn}, âñå ÷ëåíû êîòîðîé îòëè÷íû îò íóëÿ, ñîîòâåòñòâóåò áåñ-
êîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå, äëÿ êîòîðîãî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ ÷àñòè÷íûõ ïðîèçâåäåíèé (÷ëåíû ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ an = Pn

Pn−1
,

∀n ∈ N, n 6= 1, è P1 = a1).

Òåîðåìà 9.1 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè) Åñëè áåñêîíå÷íîå ÷è-
ñëîâîå ïðîèçâåäåíèå (35) ñõîäèòñÿ, òî lim an = 1.

� Ïóñòü áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (35) ñõîäèòñÿ è P�åãî çíà÷åíèå. Òîãäà
P 6= 0, limPn−1 = limPn = P. Ïîñêîëüêó an = Pn

Pn−1
, ∀n > 1, òî lim an = 1. �

Çàìå÷àíèå 9.1 Óñëîâèå lim an = 1 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòà-
òî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ (35).

� Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ
∞∏
n=1

n+ 1
n

èìååì:

lim an = lim
n+ 1
n

= 1, íî Pn =
n∏
k=1

k + 1
k

= n+ 1→ +∞.

Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìîå áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ðàñõîäèòñÿ. �

Ïîñêîëüêó áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå, ó êîòîðîãî õîòü îäèí ñîìíîæèòåëü ðà-
âåí íóëþ, ñ÷èòàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ, òî â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü òàêèå áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ. Äàëåå, èç îïðåäåëåíèÿ ñõîäèìîñòè áåñ-
êîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÿñíî, ÷òî ïðèñîåäèíåíèå èëè îòáðàñûâàíèå êîíå÷íîãî
÷èñëà ïåðâûõ îòëè÷íûõ îò íóëÿ ñîìíîæèòåëåé íå âëèÿåò íà åãî ñõîäèìîñòü èëè
ðàñõîäèìîñòü. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå áåñêîíå÷-
íûå ïðîèçâåäåíèÿ, ó êîòîðûõ ñîìíîæèòåëè ïîëîæèòåëüíû.
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Òåîðåìà 9.2 Áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (35) ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñîìíî-
æèòåëÿìè ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

ln an. (36)

Â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ñóììà S ðÿäà (36) è çíà÷åíèå P ïðîèçâåäåíèÿ (35) òà-
êîâû, ÷òî

P = es.

� Ïóñòü Pn =
n∏
k=1

ak, Sn =
n∑
k=1

ln ak,∀n ∈ N. Òîãäà

Sn = lnPn, Pn = eSn, ∀n ∈ N.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè íà R è ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíê-
öèè íà ïðîìåæóòêå (0; +∞), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Pn} ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn}. Ïðè ýòîì åñëè S = limSn, òî
limPn = es ∈ (0; +∞). Åñëè æå P = limPn 6= 0, òî ñóùåñòâóåò limSn = lnP è
P = es. �

×àñòî áûâàåò óäîáíî îáùèé ÷ëåí áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ (35) ïðåäñòà-
âèòü â âèäå an = (1 + un), n ∈ N.

Òåîðåìà 9.3 Åñëè uk ≥ 0,∀k ∈ N, òî äëÿ ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ

∞∏
k=1

(1 + uk) (37)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñõîäèëñÿ ðÿä
∞∑
k=1

uk. (38)

� Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ (37) è ðÿ-
äà (38) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå limuk = 0, ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
uk → 0.

Ïî òåîðåìå 9.2 áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (37) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
k=1

ln(1 + uk). (39)
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Ïî óñëîâèþ uk ≥ 0,∀k ≥ 1, ïîýòîìó

ln(1 + uk) ≥ 0.

Ó÷èòûâàÿ ñëåäñòâèå 3.3.2 òåîðåìû 3.3 è òîò ôàêò, ÷òî

lim
ln(1 + uk)

uk
= 1,

ïîëó÷àåì, ÷òî ðÿä (39) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä (38).
�

Òåîðåìà 9.4 Åñëè ðÿäû (38) è
∞∑
k=1

u2
k ñõîäÿòñÿ, òî ñõîäèòñÿ áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå (37).

� Ïîñêîëüêó ðÿä (38) ñõîäèòñÿ, òî limuk = 0, ïîýòîìó 1 + uk > 0, ∀k > k0.
Òàê êàê

ln(1 + uk) = uk −
u2
k

2
+ o(u2

k), k →∞

è ðÿä
∞∑
k=1

(
u2
k

2
+ o(u2

k)
)

ñõîäèòñÿ, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2 ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

ln(1 + uk). Ïîýòîìó ñõîäèòñÿ
áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (37). �

Ïðèìåð 9.1 Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå
∞∏
n=1

(
1 +

sinn
n

)
.

� Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ un =
sinn
n

, n ∈ N.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un} íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé, ïîýòîìó èçó÷èì ðÿäû

∞∑
n=1

sinn
n

è
∞∑
n=1

sin2n

n2 .

Ïåðâûé ðÿä ñõîäèòñÿ â ñèëó ïðèçíàêà Äèðèõëå, à âòîðîé � â ñèëó ïðèçíàêà
ñðàâíåíèÿ (òåîðåìà 3.2). Ïî òåîðåìå 9.4 äàííîå áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ñõî-
äèòñÿ. �

Â çàêëþ÷åíèå ââåä¼ì
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Îïðåäåëåíèå 9.2 Áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (35), an > 0, ∀n ∈ N, íàçûâà-
åòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ðÿä (36). Åñëè æå ðÿä
(36) óñëîâíî ñõîäèòñÿ, òî áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå (35) íàçûâàåòñÿ óñëîâíî
ñõîäÿùèìñÿ.

Òåîðåìà 9.5 (êðèòåðèé àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ) Ïóñòü un ∈ (−1; +∞),∀n ∈ N. Äëÿ òîãî ÷òîáû áåñêîíå÷íîå ïðî-
èçâåäåíèå

∞∏
n=1

(1 + un) ñõîäèëîñü àáñîëþòíî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

àáñîëþòíî ñõîäèëñÿ ðÿä
∞∑
n=1

un.

� Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå
∞∏
n=1

(1+un) ñõîäèòñÿ àáñî-

ëþòíî, òî ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1
| ln(1 + un)| è limun = 0. Òîãäà lim

n→∞

| ln(1 + un)|
|un|

= 1

è â ñèëó òåîðåìû ñðàâíåíèÿ ðÿä
∞∑
n=1
|un| ñõîäèòñÿ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ðÿä
∞∑
n=1
|un| ñõîäèòñÿ, òîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1
| ln(1 + un)|, ÷òî îçíà÷àåò àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ. �

Ïðèìåð 9.2 Èññëåäóåì íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü áåñêîíå÷-
íîå ïðîèçâåäåíèå

∞∏
n=1

(
1 +

(−1)n−1

nα
)
, α ∈ R.

� Èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî ïðè α ≤ 0 áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ðàñõîäèòñÿ. Ïîñêîëüêó ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n−1

nα

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè α > 1 è óñëîâíî ñõîäèòñÿ ïðè α ∈ (0, 1], òî äàííîå
áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè α > 1. Äàëåå, ðÿäû

∞∑
n=1

un

è
∞∑
n=1

un
2 ñõîäÿòñÿ ïðè 1 ≥ α > 1

2 . Ïîýòîìó äàííîå áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

ñõîäèòñÿ ïðè α > 1
2 , ïðè÷¼ì óñëîâíî. Òàê êàê

ln
(

1 +
(−1)n−1

nα

)
=

(−1)n−1

nα
− 1

2n2α + o

(
1
n2α

)
, n→∞,

òî ïðè α ∈ (0, 1
2 ] ðàñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

ln
(
1 +

(−1)n−1

nα
)
è äàííîå áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå ðàñõîäèòñÿ. �
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